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SOMMAIRE

Le rapport contient une vue d’ensemble de I’état actuel des connaissances concernant
la transfert de chalenr par convection forcée a travers les couches limites turbulentes mais
mcompressmles. Les fondements de la théorie semi-empirique sont examinés a partir des
premiers principes, et les limitations de la théoric sont scigneusement notées. Les théories
¢lémentaires sont décrites, et une esquisse de la théorie mathématique exacte de D, B, Spalding
est donnée. Les cas limites des nombres de Prandt] trés élevés, et trés petits, sont discutés.
Finalement une esquisse de la théorie du processus turbulent de Malkus est dessinée.

Une tentative consciencieuse a été faite pour clarifier toutes les hypothéses physiques,
pour identifier les principaux problémes fondamentaux qui requiérent l’attention, et pour
indiquer les directions dans lesquelles la théorie semi-empirique peut étre étendue.

SUMMARY

The report contains a survey of the present status of knowledge concerning the fransfer
of heat by forced convection across incompressible turbulent boundary lavers. The founda-
tions of the semi-empirical theory are examined from first principles and the limitations of
the theory are carefully noted. Elementary theories are deseribed and an ouiline of D.B.
Spalding’s mathematically exact theory is given. The limiting cases of very high and very
low Prandtl numbers are discussed. Fma.lly, an outlme of W.V.R. Malkus’ theory of
turbulent processes is sketched.

A conscientions attempt has heen made to clarify ail physmal assumptions, to identify
the major fundamental problems which require atiention and to indicate directions in
which the semi-empirical thenry can be extended.

1. The full text of the Report will he published in the International Journal of Heat & Mass

Transfer. The present account is a sllght]y expanded version of the talk given at the Colloquinm.
A complete list of references will be given in that Journal.

2, Professor of Engineering, Brown University, Providence 12 Rhode Island
3. Assistant Professor of Engineering, Brown University, Providence 12, Rhode Island. ¥
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£ 1. General remarks

The complete text of the report prepared for the Colloquim has been distributed to
all the participants and will be published in éxtenso elsewherel. There ig, therefore, no
need to reproduce here the detailed considerations, because readers interegted in the
subject will be able to consult the relevant publications directly.

This account deals with the problem of heat transfer from a solid surface by a
turbulent, incompressible and two-dimensional boundary layer in the absence of signifi-
cant buoyancy forces. The first question which should be answered by this investigation
is whether the study of heat transfer can contribnte to our understanding of the
mechanism of turbulence. The answer is negative in the present state of development. If
we regard the turbulent boundary layer as a “ black box 7 containing a mechanism 2, the
study of heat transfer provides an input which is addifional to the many that are
normally studied. It can be stated that the empirical study of the resulting output has,
go far, revealed little about the “ mechanism ” concealed in the “ box ",

It follows that it is impossible to formulate a rational theory of heat transfer from
the fundamental facts of turbulence. Apart from D.8. Jomxson’s® work, very few
temperature-velocity correlations have been made so far. But, even if these were available
in abundance, it is doubtful whether a rigorous theory of heat transfer could be built
upon them any more than a rational theory of turbulent isothermal flows can be
derived from the numerous velocity correlations now available. Two other possibilitieg
of formulating a rational theory of turbulent convection are implied in the theory of
laminar sublayers developed by J. SterseERe* and in W.V.R. Maukus’® theory of
marginal stability. However, such developments, if at all possible, are still in the fature &
Thus, if a complete theory iz to be developed with available means, it is necessary to
attempt to formulate a differential equation which can be valid under all or most
circumstances of interest. This goal can be attained with the aid of several empirical
facts, and the purpose of this note is to state them clearly and to sketch the derivations
of the resulting equation. No serious objections can be raised against proceeding in this
way, on condition that the empirical facts utilized in the derivation are either well
established, or clearly formulated, so that they can be subjected to subsequent verifi-
cation. As will be stated later, the latter is the case in the present problem. It is recalled
that the fundamental equations of fluid mechanics, namely the Navier-Stokes equations,
or, indeed, any equations of classical physics rest on empirical assumptions of this
nature. '

2. Central problem

The céntml problem of heat transfer across a two-dimensional turbulent boundary
layer can be formulated as follows, Fig. 1. Given a cylindrical surface with a step-like

1. The International Jourpal of Heat and Mass Transfer.

2. The analogy was first suggested by Prof. S. Connsin,

3. ASMFE JI. Appl. Mech., 26, 325-336 (1959). '

4. Ballistic Research Laboratories, Report No. 1127, April 1961.

8. Proc. Roy. 8oc., A, 225, 185-195, 196-212 (1954); JI. Fluid Mech., 1, 521-539% (1956).

6. The current status of these theories has been discussed already in this Colloquium.
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Figune 1
Central problem.

change in temperature over which there exists a velocity boundary layer 3 (z) created
by an external stream U (), and a thermal boundary layer 8y (#} created by the
difference 0, between the wall temperature T, and the freestream temperature
T, = const, so that 8 = T, — T, determine the resulting temperature fleld 6 (#,y) and
hence the heat flux S

_ k(ﬂ'.[‘) _k(ﬂﬂ)_ . a)
b= .69 w_ - oy w. .

Here k denotes the molecular conductivity of the fluid, because heat can be
transmitted in the layer immediately adjacent to the wall by melecular conduction only.
It is possible to formulate more general problems, involving, for example, a variable
free-stream temperature T, (¢). However, such more general problems have no practical
importance. On the other hand, it can be stated that all other problems of importance
are reducible to the one illustrated above. In particular, the problem in which the wall
temperature T, varies continuously in a prescribed mapuner Ty (#) can be reduced to the
above, since the final equations will turm out to be linear, and it will be possible to
generate more complex solutions by superposition, It is noted that the temperature profile
at the tsep 8 is prescribed, since then 6 = 0 at all values of y. In the case of a variable
wall temperature, evidently, at & the temperature profile 8 (y) will be a prescribed
function of the transverse co-ordinate y.

A critical examination of the preceding problem clearly exhibits its boundary layer
c¢haracter, which leads to the anticipation that it will be governed by a partial differen-
tial equation of the parabolic type. ‘

The imposition of a temperature difference between the solid wall and the fluid
creates fiwo new effects compared with those encountered in isothermal flows. First, it
creates the thermal boundery layer, and secondly, it affects the thermodynamic and
transport properties of the flnid (and thereby the fluid motion), since they all depend
on temperature. In this short account we shall completely ignore the second effect .by
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assuming that all fluid properties are constant. It is well to remember, however, that
fn heat transfer it is necessary to deal with a wide variety of fluids whose properties
span a very wide range of numerical values. For example, the Prandtl number, which
determines the relative thicknesses of the velocity and thermal boundary layers, can vary
over a ratio of 10%:1 when all fluids are considered, ranging from: very small values
for liquid metals, through nearly unity for gases, to very large valves for oils. In general,
the transport properties of the essentially compressible gases vary mueh less with
temperature than do those of the essentially in compressible liquids, It is, further, impor-
tant to realize that the effects of large variations in fluid properties (associated in
particalar with boundary layers in liquids transmitting heat at very high rateg) have
not received much attention.

3. Elémentary theories. Similarity

Before giving the final outline of the formulation of the governing differential
equation of turbulent convection, it is necessary to mention that current heat transfer
calculations are not yet, generally, based on it. The pioneers who first recognized the
boundary layer nature of heat transfer problems, notably L, PrRaNprrl, Sir Geoffrey
Tayvor ? and Th. von KARMAN 3 replaced the mathematical problem of formulating and
then solving a differential equation by an infuitive assumption, namely that the ratio
of shearing stress to heat flux remains constant across the boundary layer,

‘ T
— = const. (2)
q
A detailed analysis of the preceding assumption, given in the full account, reveals that
it leads to acecptable results when the initial and boundary conditivns for the flow
tield and the temperature field are similar. Hence it can be shown that ihe regults of
such approximate theories are restricted to fluids whose Prandtl number is cloge to unity
and to flows with no significant pressure gradients. Such theories are, therefore,
described as analogies. All more recent developments, including the extensive and, to
a large extent, definitive workby R. Dpissir 4, refined the details of the calcnlations
by replacing a pieced-together statement for eddy viscosity (non-analytic expression)
by one varying continuously across the boundary layer.

_ The problem of general similarity is best studied on the basis of the fall Navier-
Stokes equations, and it is easy to show that it can exist only on a flat plate when the
velocity and temperaiure proflles are identical at some instant at some crogs-section,
when the temperature of the plate is constant, and provided that the temperatyre and

‘ o’ o’
velocity fluctuations e and rve are similar. This leads to the well-known Reynolds
analogy expréssed by the equation |
‘ 1
' St= ¢ 3
PR (3)

1. Physik. Zeitschr., 11, 1072-1078 (1910). -

2. Brit. Adv. Comm. Aero. R. & M., 272 (1916).

3. I'rans. ASME, 61, 705-710 (1939),

4. NACA TN 2629 (1952); NACA TN 8145 (1954) : also Rep. 1210 {1955); NASA TR R-17 (1959),
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where 8t = is the local Stanton number, and ¢, = ——— is the local skin

i LH
friction coefficient.

4. D.B. Spalding’s différential equation

The governing equation of turbulent convection was first formulated by
D. B. SpaLping &, In deriving it, use is made of the following facts :

(a) The most important part of the velocity profile which must be deseribed accu-
retely is that near the wall. Hence making use of the law of the wall will lead to
acceptable results, except for very high Reynolds numbers or very low Prandt! numbers.
The parabolic nature of the problem makes il necessary to provide a good description
of the velocity profile only over that region over which the temperature varies rapidly;

it has little effect when the temperature profile approaches closely to its asymptotic
value.

(b} The law of the wall is only required to pro'vide a statement of the variation
of eddy viscosity; its accuracy must be greatest over that portion of the boundary layer
in which most of the change in temperature takes place.

(c) The Boussinesq assumption?, and the validity of the eddy viscosity and eddy
conductivity concepts are accepted. This has the effect, essentially, of prescrving in the
tnrbulent energy equation the same form as is approprlate for lammar boundary Iayers
No other empirical facts are needed in the formulation.

It ig clear from the ahove that it is advantageous to make use of the von Mises
transformation % Thig, together with the observation that the stream function ¢ is a
unigue function of the reduced velocity u+

=4 (ut), : ' 4
where
U
wt == —
ke
and
Tan 1
o= =Ugy /— ey

¢ 2
completes the mathematical facts needed in the derwatlon

The resulting equation bhas the form
o0 1 8 { 1 L] ) ,

ax et ut c‘)u"’l\Pf‘e du™r

2 prde
e : . _ (5a)
mo .

1. Paper presented at ASME/I. Mech. E. Jolnt Heat Transfer Congress, Boulder, Colorado (1961).

2. See ScHrLicETING, H, Boundary layer theory, McGraw-Hill, New York, 4th ed. (1960).

3. See ScHrcwring, H., Boundary layer theory, MeGraw-Hill, N.Y., 4th ed. (1960); and also
GOLDSTEIN, S. Modern developments in fluid dynamics, Oxford University Press (1938). ' i

Here
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is a deformed length co-ordinate. Furthermore,
2

_ dyt e
et = = ] e — ‘
o '"|" . (5b)

is a unique function of y+ and hence of #+ and is equal to the ratio of eddy viscosity p,
to the molecular viscosity u, augmented by unity. The. effective Prandtl number

14
Pr, = * (5¢)
+ pe 1
Pr p Pry

depends only on the law of the wall »*t {(y+), eqn. (§3), on the Prandtl number Pr, and
on the turbulent Prandtl number Pr; which represents the relation between the eddy
viscosity and eddy conduetivity.

In order to solve eqn. (5) for appropriate boundary conditions it is necessary to
introduce an empirical statement of the varidtion of the turbulent Prandtl number
across the boundary layer. It is customary to simplify the problem by assuming

Pro=1. . | (6)

However, suckh a simplification is not always justified, and its true physical nature is
only. imperfectly understood. In faet, the importance of providing a reliable experi-
mental investigation of the turbulent Prandtl number in order to make it possible to use
eqn, (3) in practical problems cannot be over-emphasized. The present position with
regard to this quantity is very unsatisfactory, as will be outlined later.

The fundamental equation must bhe solved numerically on a computer, and at present
this can be done only if assumption (6), which appears to be adequate in practice, is
accepted. Alternatively some other congtant value may be stipulated. The details of the
pumerical calculation will be given elsewhere 1, but it may be noticed here that a success-
ful scheme must take cognizance of the faet that eqn. (5) is singular at y+ ==u+ =0,

since the coefficient

- tends to infinity there. In the partienlar case when
et u ‘

Pr = Pr, = 1, the equation reduces to
. 89 1 59 _
| o utet durd ()
Its numerical solution for the boundary conditions
| 6=1atet=0 and all u* >0 ie y*>0
b=1latuy+=cw ie yt=co and all 2+ >0
g=0atut=0 ie y+r=0 and all z*t >0

is shown in Fig. 2. For the sake of simplicity only the gradient
' 90
dut Jur—o

L Int. J. Heat and Mass Transf. 5, 143-152 (1962). See also paper presented by D.B. SeaLpinc at the
ASME/E. Joint Heat Trausfer Congress, Boulder, Colorado (1961), where an approximate method of
integration is described.
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has been plotted. This gradiént, for which the designation of the Spalding function is
suggested, can be shown to be directly related to the local Stanton number and to the
local skin friction coefficient. In faet

(Y e e B
TNt Jurmo p{m. s Br) = 1 172 (8)
Lk

- and the graph gives values for Pr =1, i.e. for 8p (z+, 1).

5. The turbulent Prandil number

No unified and consistent picture regarding the turbulent Prandtl number has so
far been revealed by research. In particilar, it is not ¢clear whether the turbulent Prandtl
number iz completely independant of the molecular Prandtl number, as implied in
assumption (6). We now propose to give a brief account of these conflicting investigations,

o9 ‘
o8 _ .
0.7 e - \

a6

6.5

[+ X}

o o4 02 05 04 05 . 06 o7 08 oS . 0

/3

Fievne 3 ,
Varlation of turbulent Prandtl awmber, Pr;, with distance from wall, after H. Ludwieg.
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beginning with that due to H. Lupwine ! because it bears an aura of credibility, and
provides a link to G.I1. Tavror’s? vorticity transport theory. Measurements presently
available are for turbulent heat transfer in gases, for which the molecular Prandtl
number ig close to unity. Whilst gases are generally more convenient experimentally
than liquids, their use necessitates care if the small variations of apparent Prandtl
number are to be clearly distinguishable from experimental uncertainties. This is

especially important when evaluation of resulis involves differentiation of experimentally
determined profiles.

H. Lupwiee measured the variation with radius of the turbulent Prandtl number
for air flowing in a pipe, as illustrated in Fig. 3. These measurements indicate that the
tarbulent Prandtl number varies smoothly and continuonsly from a value of about 9.7
near the pipe wall to a value approaching 0.5 at the centrc of the pipe. Flow at the
centre of a pipe does not include regions of wake flow, such as occur in boundary layers
beyond the law-of-the-wall region. However, an extrapolation of H. Lubpwire’s results
on the basis of the reciprocal of distance from the wall shows that his measured values
are symptotic to a turbulent Prandtl number of 0.6 at large distances from the wall,
where the law of the wake would apply. This is in agreement with the values of 0.5
measured in the wake of a cylinder by A. Face and V.M. FavrLgner?®, and by
H. REICHAEDT in & free jet +. The values of 0.5 is also indicated by G. I. Tavror’s vorticity
transport theory, and this gives support to the correctness of the valnes measured, and
to the trend with position relative to the wall of II. Luvpwirg’s resulis.

o a2 05 o4 o8 06 O o8 o9 W e . o2 [T [N [}

FicuRre 4 :
Variation of turbulent Prandt! number, Pr,, with distance from wall. Comparison of results

1. Zeitschr. fiir Flugwiss, 4, 73-81 (1956).
2. Proc. Roy, Soc, A, 135, 685-702 (1932).
8. Proe. Roy. Soc., A, 135 702-705 (1932).
4. ZAMM, 24, 368 (1944).
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Unfortunately the results of the remaining measurements do not agree with thoge
6f H. Lunwige, nor between themselves. Thege results, together with those of H. Lupwise,
are shown in FKig. 4, From the diagram it can be seen that most measurements have
trends opposite to H, Lunwine’s, and there is great disagreement between them. It may
be remarked that the uncertainties involved in the experiments are difficult to overcome,
and it has been pointed out! that there is a distinet lack of agreement bhetween local
measurements and overall surface-flux measurements.

There have been several attempts to provide unalyses of the variation of turbulent
Prandtl number, but none of them has yet reached the point of obvious acceptance.

In conelusion, it ig useful to note that the assumption Pr; = 1 seems to be intimately
connected with the spectral distribution of the velocity and temperature fluctuations.
This is due to the fact that the assumption leads to the same conditions of similarity,

or to the assumption that 4" and 6’ have identical spectral distributions, as shown in
detail in the full aceount. ‘
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CORRELATIONS 'SPATIO-TEMPORELLES
EN ECOULEMENTS TURBULENTS

par A. FAVRE?, J. GAVIGLIOZ R. DUMAS?

SOMMAIRE

L’étude des écoulements turbulents doit comporter Pexamen de Porganisation statisti-
gue non seulement dans 'espace mais aussi dans le femps.

Les résultats de mesures concernent : en fluide incompressible les corrélations doubles
et triples de vitesses, en fluide compressible Ies corrélations doubles de pression, 4 Ia paroi
et hors des couches limites.

La corrélation spatio-temporelle permet de mettre en évidence Phérédité dans les
modes de turbulence rotationnel et entropique, et la propagation dans le mode acoustigue.

SUMMARY

Turbulent flows studies must take into account their statistical properties, not only in
space but also in time.

The results of the measurements deal with double and triple velocmes corrclations in
the case of incompressible flows; and with double pressure corrclations at the wall and out
of the boundary layers in the case of incompressible flows.

The space-time correlations measurements show that the vorticity and the entropy
modes are transferred by the mean-flow nearly like * frozen patterns»”, and thaf the
sound wave mode is propagating with respect te the fluid,

Notations.
1. Introduction.

2.0. Corrélations spatio-temporelles doubles et triples de vitesses, en écoulements de fluide
incompressible,
2.1. Autocorrélations dans divers écoulements.
2.2, Corrélations doubles en aval de grilles de turbulence.
2.3. Corrélations doubles dans diversez couches limites.
2.4. Corrélations triples dans une cosuche limite.

3.0. Corrélations spatio-temporelles doubles de pression, en écoulements compresstbles.
3.1. Ecoulement suhsnmque.
3.2, Ecoulement supersonique.

4,0. Conclusions.

Références.
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2. Ingénieur, Chef de Groupe de Recherches & I'ONERA.
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NOTATIONS

Tiédre de référence A, X3, X,, X;. Référence : point A défini dans chaque cas
particulier. Point B : X, X, Xs. '

////////////ﬁ////'///.//'/

A X5 Y
¥
B
X l ——
-ﬁl— Oy y e 1
A
X,
a 0, Y indices de direction
¥y ¥ distances 4 une paroi
z, & distances au bord d’attaque
8, ¥ abceisses aun long d'une lipne de coefficient
: de corrélation maximum '
T, = temps retard.
? ‘vitesse locale instantanée
V=v vitesse moyenne

(v'e)a, (¥'a)p fluctuation de vitesse dans la direction @ en A, en B,
. Vux'va‘l‘v’azvu"}“‘v’u

\'A - vitesse de transfert

?5,ps fluctuations de pression.en A, en B.

8  épaisseur conventionnelle de couche limite (V = 0,99 V,.,.)

-]

L= f ~ f+de; longneur de corrélation
JSo

‘A longuneur de dissipation .
M dimension de maille d’une grille de turbulence
My Mimex nombre de Mach, nombre de Mach & Uextérieur de la couche limite

Viax M Vmax & SVTRCH ‘
By = -—-E:—-- , Rs=———— Ra= RAC nombres de Reynolds
. L] b

N coefficient de viscosité
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y == Ll coefficient de viscosité cinématique
%
¢ masse spécifigue .
e, ¢ tengions électriques représentant (v'z)s, (¢/a)s, en amont de filtres de bande
er, €'y tensiong e, ¢’, aprés passage dans un filtre de bande
n  fréquence

H (n}, H' (n) répartition speetrale de l’énergie de la turbuleuce, correspondant a

ezzﬁ H (n) dn 6’2:ﬂ H’ (n) dn

A (n) réponse en émergie d’un filtre de bande, correspondant 3

e, -—f H(n) dn

Corrélations spatio- temporelles doubles entrc filnctnations de tensions :
P (T,0)=q-e ('1‘)
P (T,0)=¢¢ (1)
P (T, X)z=e e’ (T)

ete...
Cocefficients de corrélations spatio-temporelles doubles
définis par rapport au point A

Vitesges '

| ‘ (W) [V (T, Xy, Xz, X,

Rus (T, 5, Xy, Xy) =0 (20 0 0 Koy o)l
' Vrd  og

Exemples :

A% | AXs

(171)

E:B

(v;)A
X4 A
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\ ‘ Cooffivient de corrélation spatio-temporelle triple
défini par rapport au point A,

(Wat's Ja [¢y (T, Xy, X3, X3) Is

Vi o N5

Raﬁn'(T, X1, Xz. Xg) =

Exemple :

X
|< (O,X"],0,0 ): Rz]’»] (O,Xt],0,0)

Le terme indiqué par Vappareil de mesure des corrélations spatio-temporelles
doubles est :

(vZ)a [vh (T, Xy, Xy, Xs]s
Vo oF
Ra«z, ¥y — Vo, v '\,/F‘
74 .
F= G factenr d’app}aﬁsement.

Teri,v (T, X3, X, Xg) =

8 = —— facteur de dissymétrie.



473
1.0. Introduction

Les mouvements turbulents dépendent non seulement des variables d’espace, maig
aussi du temps. Les équations et les conditions aux 11m1tes instantanéeg correspondantes
définiraient le type d’écoulement.

La méthode qui consiste a4 prendre les moyennes de telles équations, non linéaires,
en vue de ’étude de ces mouvements, fait apparaitre des inconnues nouvelles, par
exemple les corrélations doubles. Les équations aux corrélations doubles infrodmisent
a leur tour des corrélations triples, et ainsi de suife, le systéme ne se ferme pas.

Méme lorsqu’eile gapplique 4 des écoulements stationnaires en moyenne, l’étude
doit donc comporter Pexamen de Dorganigation statistiqne non seunlement dans
lespace, mais aussi dans le temps. Car il est souhaitable de pouvoir utiliser des
propriétés physiques fondameniales basées sur Porganiszation dans le temps, en vue
de participer 4 la détermination de ces nouvelles inconnues : tensions de Reynolds,
termes de transfert thermique, ete... ‘

La corrélation spatio-temporelle apporte une contribution i cet examen,

Elle permetn notamment de suivre certains effets de la turbulence au long du
mouvement moyen. Ainsi peuvent étre mis cn évidence des caractéres héréditaires de Ia
turbulence correspondant aux modes rotationnel et entropique (9).

Elle permet aussi de suivre la propagation des perturbations de pression du mode
acoustigne lides A la turbulence (9,15,26).

Des mesgures de corrélations spatio-temporvelles ont été effectuées dang divers
écoulements turbulents.

En fluide incompressible elles concernent les corrélations doubles et triples de
vitesses (2 4 8, 10 a 14, 16 4 22, 25) dans Pécoulement en aval de grilles de turbulence,
et dans des couches limites se développant sur des plaques planes sans ou avee gradients
de pression. ‘

En fluide compressible, anx vitesses subsoniques et supersoniques elles concernent

les corrélations doubles de pression, respectivement & 1a paroi (23) et hors de la couche
limite (26).

2.0. Corrélations spatio-temporefles doubles et trlples de vitesse
en écoulements de fluide incompressible

Ces mesures ont été effectuées principalement i 'LM.B.T., pour PO.N.ER.A,
Les vitesses moyennes V gont inférieures & 20 m/sec,

21. Autocorrélations dans divers écoulements

Dans le cas o les deux points A et B sont confondus, et les indices « et B égaux,
on obtient le coefficient d’autocorrélation :

(Ua ).A. [v& (Ts 0,0,0)]a

- o

Ra,a (T, 0, 0, 0) =
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. Lesfig. 1488 9 prééentent divers résullats, pour a =1,

) X ‘ _
Fig. 1 3 3, pour —Ml—; 0; mesures en écoulement moyen rectiligne et uniforme, en

aval d’une grille de tnrhnlence; étude de influence de la hande de fréquence utilisée.

V2,25 mAes M1 Dist,x 40M.
T An=21500 P =44

IRM (VT/M, %M, 0,0)

Bande possonte: 2,58 2000cps
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Coefficients dc¢ corrélations spatio-temporelles doubles avec décalage X./M,
en aval d'une grille.

V12,25 mis M1 Dist. = 40M.
: Rn=21 500 iy =44

Bande passante:1 & 2000.cps
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. Freure 1b)
Coefficients de corrélations spatio-temporelles doubles avec décalage X,/M,
en aval d’une grille.
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1‘ 12 20 m/s. M Dist. = 40M.
R4 (VT/M,X4/M,0,0} _ AM:=21400 = R,-44

%1 /Mz 0,367
X4 /M= 0,725
Xy /M= 2,16
Xs /M= 4,81
x1 /M: 8,56

40V T /M, X4/M,0,0
‘?'Essqn" 55 2)500 cpe
/M, %4/M,0,0)

pqasante 14 2500cps

P e+ X o #
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/
it

]
VT/M

Figuae 2
Coefficients de corrélations spatio-temporellcs doubles avee decalage X,/M en aval d’une grille,
influence de la bande passante.

V212,40 m/s. Mz1" Dist. 240 M.

4(VT/M,%4/M,0,0) Bm=21750 _

* Xq/M 0000

X X1/M :0,826
) N §1m =195
- _’t& 4 A 1 :4,41
I‘ ‘\ o a X1/M =782

~I\ i R4V T/ MXy/M,0,0)

X ‘bahde passante 1 @ 275cps.

~— — = ==ow R4 (VTn/M,X4/M,0,0)
r -."'7[ : bgt;'de prgsscn?; 1 a 2500eps
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1772 14

Ficune 3 .
Coefficients de corrélations spatio-temporelles deoubles avec décalage X,/M en aval d’une grille,
infiunence de Ia bande passante. B
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s X
Fig. 8, pour u

= 0; mesures dans la couche limite sans gradient de pression, sur

une plaqne plane, la transition étant provoquée par la préturbu}ence d'une grille placée
en amont (14, 16, 18, 20);

Fig. 9, mesures dans la couche limite, sans gradient de pression, sur une plaque
plane, la transition étaﬁt provoguée soit par 1a turbulence d’'une grille amont (%: = 0,24)
soit par des rugosités placées au bord d’attaque (% = 0,08 — 0,15 et 0,77 et Rs = 27.900.
QR atteint 150 pour -ya— = 0,03)

2.1.1, Ces courbes permettent d’obtenir, par transformation de Fourier (1) la répar-
tition spectrale de l'énergie turbulente. La vérification des mesures, par comparaison
- des courbes d’autocorrélation ainsi transformées, et des résultats obtenus & Vaide d’un
analyseur spectral, est satisfaisante (3, 5, 6, 8, 12, 13),

2.1.2. D’apreés 'hypothése de Tavror (1) &i la vitesse de Pécoulement qui transporte
les tourbillons est beaucoup plus élevée que la vitesse d’agitation, les courbes d’auto-
corrélation peuvent &fre assimilées aux courbes de corrélation avee décalage longitudinal

X
d’espace, 1u correspondance étant T — -—Vi Cetie hypothése est vérifiée dans I'écoulement
libre en aval d’une g'rille (8, 12, 13, 17).
Elle semble pouvoir étre étendue, en premiére approximation, & la couche limite,

notamment 3 Iz région centrale (fig, 9, -—y—’ = 0,24).

En deuxiéme approximation des d1fféiences apparaissent, ayant des gignes opposés
de part et &autre de cette zone, Ces résultats feront Vobjet de vérifieations. Sous ces
régerves la vitesse de transfert du champ tourbillonnaire serait inférieure 3 la vitesse
moyenne du fluide dans la zone extérieure de la couche limite. Elle serait supérieure au
voisinage de la paroi. Ce phénoméne pourrait étre 1ié 4 Pexistence d'un systéme particulier
de tourbilions tournant dans le méme sens (19, 24).

2.1.3. Le rayon de courbure de 14 courbe R, ; (T) pour T =0 mesure le carré de la
longueur A de dissipation de ’énergie, avec Vhypothése de Taylor.
2.2. Corrélations doubles en aval de grilles de turbulence
221, La flg 1 donne des exemples de corrélations spatlo temporelles doubles avec

' VT X
décalages d’espa_ce longitudinaux R; ; ( TR =t , 0 0) . Dans ce cag Ba — 44.

Lorsque le retard croit, la corrélation spatio-temporelle Ry, atteint on

maximum pour un ceriain retard optimum. L’expérience monire que dans ce cas ce
retard correspond an temps compensateur du mouvement d’ensemble,
X, ' '
Th=—
v
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-

La courbe joignant ces maxima donne le coefficient de corrélation spatio-temporellc
avec retard optimum. Cette corrélation conserve des valenrs élevées méme 3 des distances

-M; supérieures 4 celles qui suffizent 4 annuler pratiquement la corrélation corres-

pondante dans P’espace.

2.2.2. Les résultats ci-dessous correspondent 3 une bande de fréquences s’étendant
de 2,5 Hz 4 2 KHs (Fig. 1e) et 1 Hz 4 2 KHz (Fig. 1b)". '

La fig, 2 présente les résultats obtenus lorsque la bande de fréquences s'étend de
55 Hz 4 25 K Hz, et compare la courbe joignant les maxima 4 celle obtenue an cours
d’une série d’expériences dans Vintervalle 1 Hz 3, 2,5 KHz. La suppression des oscillations
aux fréquences les plus basses, correspondant au quart de Pénergie environ, diminueé la
corrélation avec retard optimum, '

La fig. 3 concerne les résultats obtenus lorsque la bande de fréquences est réduite
& 1-275 Hz, et compare la courbe joignant les maxima & celle qui correspond i I'inter-
valle 1 Hz - 2,5 KHz, an cours d’ane autre série @expériences. La corrélation avec retard
optimum est fortement accrue par la suppression des fréquences les plus élevées du
spectre, correspondant & 30 % de I’énergie environ.

Le calcul (i2) permet de prévoir l'influence de lintervalle des fréguences utilisé,
sur le coefficient de corrélation avec retard optimum.

Les corrélations respectivement mesurées en amont des filtres de bande, puis aprés
filtrage, ont pour expressions :

S F(TY12 -— e — &’ (T) 12
&y@ﬁzP@JD:w+¢()]4[e ¢ (M)]
L& 4 ef (T)]* — [ —¢f (T)]?

4
Par définition des fonetions de répartition spectrale d’énergie A (n} et H (n);

er-ej (T) =F;(T, X) =

(oo (P = | Am) He () dn
0
H___ (n) gexprime en fonction du produnit d’autocorrélation

P, () =[exe (D] e(r) = & (T + 7]
par la relation de Fourier :

| (”.):4f P, (7)cos2rn=dr
]

Developpons Vexpression de P (%)
P, (0=P(E0+P(0) = [P(T+1X)+P(T—rX)]

P,(T,X)_:%—[f;wA(n) Hy (n) dn—‘f;ﬁA(n)H(u) cm]
P, (T, X} =fw[A(n}me_,_ (T)Cos2wﬂ7d‘€]dﬂ—f;m [A(n)ﬁwl"(':) cos2rnvdr
L] Q .

Ainsi

* Les différences entre les divers résultate paraissant dfies anx erreurs de mesures que la
technique actuelle réduirait.

¥
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soit en définitive :

P,(T,X)—-2j; {A(ﬂ)j;m[P(T+T,X)+P(T—T,X)} cos2'::ntd':}dﬂ

Le coefficient de corrélation correspondant ext

Zﬂw{A (n)ﬁw{P(T—l— 7 X} —f—P(T—*:,-X)} coSanr(ir} an
7 [ ] .
\/ﬂ A(n) H (n) dn..f; A(n)H (n) dn

La vérification expérimentale est assez satisfaisante.

R, (T,X) =

La courbe obtenue par des mesures effectnées dans 1’intervalle de fréquences
10 & 1250 Hz (coincidant pratiquement avee celle obtenue dans Pintervalle 2,5 3 2 000 Hg,
fig. 1a) est comparée (Fig. 4) aux courbes calculées par la méthode Précitée, corres-

pondant aux bandes 140-1 250 Hz et 10-140 Hz. La fréquence de 140 Hz est égale 4 s

2rL
L étant la longnenr de corrélation,

Rea {VTm/M, X1/M,0,0)

10

0,6

] -'M-
\ \""—--10 & 140 H2
0.6 O . 1
5 » \ . ‘l
\ ‘ =010 & 1250 Hz
04 - — J
.0'2 | \.140& 1250[_‘12
10 ol

Xal™t

‘9,0 2 4 6 8

. " Fioure 4
Effets de la bande de fréquences sur les corrélations spatio-temporelles avec retard optimum,

La premiére courbe correspond aux fluctuations & moyennes et grandes fréquences,
portant environ 50 % de Vénergie et responsables de la dissipation visqueuse; la
corrélation est fortement diminuée dans ce cas. JLa seconde correspond aux fluctuations
a basses fréquerces portant environ 50 % de Vénergie, qui participent aux effets de la
viscogité dans la proportion de 1 % seulement; la corrélation est fortement augmentée
dans ce cas. o

La longue conservation dn coefficient de corrélation au cours du mouvement moyen
est done attribhable aux tourbillons & grande échelle. Toutefois, une diminution est

constatée, qui serait principalement Yeffet de la diffusion turbulente, liée au rayon de
courbure a l'origine. '
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2.2.3. La Fig. 5 présente les imocorrélations spatio-temporelles avec retard compen-
sateur du mouvement d’ensemble, dans le cas correspondant i celui de Ia fig. 3 d’un
décalage d’espace longitudinal. En premiére approximation, les courbes sont elliptiques,
les rapports d’axés varient de 0,05 & 0,03 lorsque R;; varie de 0,9 a4 0,4. L’inclinaison de

X
ces axes confirme que le temps optimum T, est égal au temps compensateur -——‘—;-- du

mouvement d’ensemble.

Vs12,27ms M Digh, = 40M,
My=21500 - Ry=44

Ve

/
7
%,

-
8

7/
v
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// //
‘ / // %

:
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N
\\\:\ \\

Ra0,
Ra ilg /
N L]
; Ay T2
/ / V > - / .
2&4 R;O.leo /‘
A /R0 /
, 4
Bm}l’/
0 1 2. 3 T4 5 & 7 9 VTIM
FIGURE 5

Isocoefficients de corrélations spatio-temporelles doubles avec décalage X,/M
et refard optimwm T =T. en aval d’une grille. Composantes ¢ —1.

2.24. Dans le eas (8,13) oi les fluctnations de vitesses sont considérées en deux

, X ,
points décalés dans l'espace transversalement, (—-L-f-: 0 ), le retard optimum mesuré

vT X; .
e, 0, 0, ETE sont ellip-

est nul. Ce résultat apparait sur la fig. 6. Les courbes Ry ( ¥

tiques, le rapport d’axes varie peu en fonction de By 1.

22,5, Lorsque le décalage d’espace est 4 la fois longitudinal et transversal (18,13), le
temps optimum est aussi égal au temps compensateur de la translation d’ensemble. Les
courbes d’igocorrélations spatio-temporelles avec retard optimum, (fig, 7) présentent un
grand allongement en X; Ceci notamment confirme la longue conservation de la
corrélation en suivant le mouvement d’ensemble. -

-3
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Freure 6
Isocoefficients de corrélations spatio-temporelles doubles avee décalage X, /M et retard VI/M
en aval d’une grille. Composantes & =1,
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Isocoefficients de corrélations spatio-temporelles doubles avec décalage X, /M et X /M,
et retard T, =X,/V en aval d'une grille. Composantes = 1.
Vo= 12,27 m/sec. M =1” Dist. 40 M.
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. 1l serait utile de développer les mesures pour étudier ces régultats en fonction du
nombre de Reynolds de 1a turbulence.
2.3. Corrélations doudbles dans diverses couches limites,

2.3.1. Les résultats présentés par les fig. 8 3 18 concernent des couches limites pen
différentes, sans gradient de pression, se développant sar plaques planes. La transition
egt provoquée par divers procédés :

Fig. 8 par la préturbulence d’une grﬂle placée en amont (14, 16, 17),
Fig. 9 lorsque 3; = 0,24, par la méme préturbulence; et lorsque i = 0,03 — 0,15 et
0,77 par des rugosités placées au bord d’attaque (16 4 18, 20).

z=1485m '\Xo o

8-33mm .

250 27900

¥'s 1rmm
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ol l 1 Il i
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Xn Y-y 20t ,
TTTTTHiT [TTT
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. T
G 15 |8 | 2 | S Al T2 4 T
r ; - milisecondes
2 %2 2-10
- 1
YRR ] 4168
@134 [ 94 | mili secondes
4 Y440
" 11
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Fisune 10

Exzemples de coefficients de corrélations spatio-temporelles doubles.
Composantes a == 1.
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Fig. 10 a 17 par des rugosités placées an bord d’atfaque;
Fig. 18 sans artifice, I'incidence du bord d’attaque étant convenablement réglée (25).

©z/8 & transition

a 4403 16,8 mm. prélurbulence

% 4514 17,5 mm. "

+ 43704 17,5 mm. rugosités

« 57.06 340 mm, "
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Fiavre 11 ) .
Retard optimum T, pour les coefficients de corrélations spatio-temporelles doubles
de vitesses dans la couche limite d'une ovlague plane. Composantes a=1.
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Comparaison du retard optimum mesure et du retard total T, + pour les mesures
: ’ Vit Vs

de coefficients de corrélations spatio-temporelles doubles de vitesses dans la couche limite
d'une plaque plane. Composantes o =1,
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Froure 13 .
Surfaces d’isocoefficients de corrélations spatio-temporelles doubles avee vetard optimum
dans la couche limite d’une plague plane. Composantes ¢ = 1.
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Surfaces d’isceoefficients de corréiations spatio-temporelles doubles avec retard optimum
dans la couche limite d’une plaque plane. Composantes ¢ = 1.
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Fi1cURE 18 :
Surfaces d’isocoefficients de corrélations spatio-femporelies doubles avee retard optimum
dans la couche limite d'une plaque plane. Composantes o =1.

Dans tous les cas, la corrélation Ra, g varie avec T et atteint un maximum pour une
valenr T,, du retard (fig. 8, 10).

2.3.2. Retard oplimum,

2.3.2.1. Lorsque les points A et B sont disposés sur une ligne droite orfhogonale ala
paroi plane, Ia corrélation mesurée
' ‘ . VT X,
R]_,]_ (T, 0’ 0, T) .
est maximum pour une valeur particuliére T,, =T, du retard optimum, différente de

zéro : ce retard était nul dans la turbulence en aval d’une grille (2.2.4) pour les décalages
orthogonaux & la vitesse générale. La fig. 11 montre que (14, 21) pour une distance z au

: X
bord d’attaque donnée, le retard T; dépend de la position ' du point A et de —a—i 11

change de signe avec _-—«g-?'-, c'est-2-dire en méme temps que la différence des vitesses

Vi— Vg enA et en’B. Compte tenu de 1a précision des mesures de T; aucun effet du mode

de trangition n’est décelé. Lorsque # prend diverses valeurs, T; varie proportionnellement
-4 8 et son évolution est trés faible par rapport 2 celle qui correspondrait an traﬂsfert par

le mouvement macroscoplque ¥
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Surfaces d’isocoefficients de corrélations spatio-temporeiles douhles avec retard optimum
dans la couche limite d'une plague plane. Récapitulation. Composantes « = I.
§ = 33 mm. R, =27 900.

2.3.2.2. Lorsque le décalage d’espace est 4 la fois longitudinal, latéral et transversal

VI Xy Xz X
(Fig. 10, 13 & 16) le coefficient de corrélation mesurée R . ( - ;, : , 3“‘ )

est maximum pour un certain retard optimum ‘T,,,.
Dans le cas de ces expériences ce retard optimum est la somme T, =T;- T, du
retard T; et du retard T, compensateur du mouvement moyen soit approximativement :
' 2X;
Vit Vs
(fig. 12) Cette relation a été vérifiée avec une précision satisfaisante en tenant compte de.

Peffet sur les vitesses Vi et Vi des supports de sondes, du sillage du fil amont sur le fil
aval, et des perturbatlous en envergure de ’éconlement (25).

2.3.3. Les fig. 13 4 16 présentent des surfaces d'isocoefficients de corrélations spatio-
temporelles avec retard optimum Ry, (Fy; Xy, Xz, X;) == C%, dans le cas de décalages
d’espace longitudinanx, transversaux et latéraux.

Ces surfaces somtf, en premiére approzimation, uymétuques par xapport au plan
X, Xj. Leurs dimensions sont du méme ordre transversalement en X; et latéralement en
X:. Elles présentent un grand allongement au long du mouvement moyen, en amont
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—e—u——aou long de la figne de coefficient de corralation maxirmum, avec reterd ephirum T=Twy,

bande passante: 14 2500 Hz

“RK=—=——=—X0l long de |0 ligne de coefficient de corrélgfion maximum,avec retard oplimum T=Tm
bande possante: 1a 275 Hz

==9e——=saqu long de k1 ligne de coefficient de courant macroscopique, sans retard T=0
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Surfaces d'isocoefficients de corrélations spatie-temporelles doubl

dans la couche limite d'une plaque plane.
Fluctuations longitudinales (e =1) et transversales (8 = 3).
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ayssi bien qu’en aval, et ceci méme pour une faible distance du point de référence & 1a
paroi (% - 0,03)

La ligne 8 de coefficient de corrélation maximum relative & un point A peut étre
définie comme le lien des points B tels que pour chaque abeisse X; le coefficient de
corrélation précité est maximum.

Dans le eas de ces expériences, ces lignes sont dans le plan de syméirie A, X; X,.
Hors de la couche limite, elles se confondent avec les lignes de courant moyennes (fig. 7)
mais dans la couche limite elles en différent nettement,

Il est utile de noter que les courbes d’isocorrélations spatio-temporelles doubles de
vitesse avec retard optimum, représentant nom plus les coefficients de corrélations R,

mais leurs numérateurs (v'1)s [v1(T) X1, X2, XaJs = R1,1 V (W11 V (0E qui figurent
directement dans les équations, ont les mémes caractdres que les courbes d’isocoefficients
de corrélations Rl 1.

La fig. 17 permet de comparer, au long des lignes 8 de corrélations spatio-tempo-
relles doubles avec retard optimum, la corrélation avec retard By g (T, X1 ~ 8), et sans

refard Ry, (0, X; ~ 8) pour différentes distances g‘; ala paroi du point de références A.

L’introduction du retard optimum rétablit des valeurs élevées du coefficient de
corrélation, méme A des distances supérieures A celle au deld de laquelle la corrélation
gpatiale est négligeable,

Lorsque le point de référence se rapproche de la paroi, ces valeurs mesurées i une
distance donnée décroissent, ainsi que la valeur du rayon de courbure 3 Porigine. Elies
croissent lorsque la bande de fréquences des mesures est réduite pour conserver seule-
.ment leffet des tourhillons & grand échelle (fig. 17). '

La fig. 18 présente des courbes d’isocoefficients de corrélations spatio-temporelles
Ry 3 (Tw, Xy, X2 = 0,X;) relatives aux fluctuations -orthogonales A la paroi (¢/2)a et
longitudinales (v'1)p dans des expériences un peu différentes des précédentes mais compa-
rables [25].

 Le tracé est effectué compte tenu des résultats analognes et plus détaillés déecrits
plus haut, concernant les fluctuations longitudinales (v1)a et (¢'1)s.

Comme les courbes Ry,1 = Cte, les courbes Ry, 3 = Cte ont un grand allongement au
long du mouvement moyen.

Ly ligne de coefficient de corrélation maximum concernant Ri s, peut &tre définie
de 1z méme facon que celle concernant R, clle présente le méme aspect, et parait

en &tre voisine, R1 3, mesuré au long de cette ligne, diminue relativement plus vite que
Rl 1-

: 2.4.} Corrélations spatio-temporelles triples dons une couche limite

Les premiers essais ont été effectués en associant un amplificateur quadratique a
Pappareillage de mesure des corrélations doubles de PLM.R.T. (3, 4, 10, 22); 1a précision
est moindre que pour celles-ci (27).

La fig. 19 donne un exemple de valeurs du coefficient de corrélation

(VT X, )
Riy s , 0,0

R
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Figure 19
Cuefliclent de corrélations spatio-temporelles triples dans une couche limite
avec gradient de pressiom positif.

Comme daﬁs le cas des corrélations doubles (2.2, 2.3) ce coefficient atteint un
maximum pour une valeur optimum T,, du retard, fonction de % . Dans le cas de ces
expériences, et en premiére approximation, T, est égal au retard compensateur du
AXs , T étant négligeable.

Va+ Ve .
En seconde approximation, les retards optima mesurés sont inférieurs aux retards

mouvement d’ensembie T, -~

X
T, les écarts augmentant en moyenne avec -—Si- Il y aura lien de chercher ultérien-

rement si ces écarts sont dis 4 des erreurs de mesures, ou #'ils sont significatifs.

Comme dans le cas des corrélations doubles, Pintroduction du retard optimum aug-
mente fortement les valeurs du coefficient de corrélations spatio-temporelles triples,

méme & des distances supérieures i celle au deld de laquelle la corrélation spatiale est
négligeable. :

3.0, Corrélations spatio<temporelles doubles de pression
en écoulements compressibles

3.1, Ecoulements subsoniques

WiLMarTH [23] a effectué & l'aide de Vappareil ® di & Sxinner [15], des mesures
de coefficients de corrélation spatio-temporelles doubles de pression 4 la paroi produites
par une couche limite en régime subsonique, Ces essais concernent ’étude du mécanisme
de la génération du bruit par la turbulence, en présence de parois non rigides.

* Basé sur le principe dun échantillonnage des signaux, et dun calenl par une méthode
digitale (Sampling System).
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Ficure 20
Coefficients de corrélations spatio-temporelles doubles de pressions & la paroi,
' - dans une couche limite (WILLMARTE).
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Coefficients de corrélations spatio-temporelles doubles de pressions A la paroi,
dans une couche limite (WiLLmarTH). ‘
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Fieure 22
Coefficients de corrélations spatio-temporelles doubles de pressions a la paroi,
dans une couche limite (WILLMARTH). . .

Tes mesures sont faites & des nombres de Mach compris entre 0,3 et 0,7 (fig. 20 a 22).

Dans les cas examinés, le coefficient de corrélation aifeint un maximum pour un
retard optimum T,, tel que X; ~ 0,82 4 0,88 V; iy T . La valeur 0,82 Vipay 3 0,88 Vigas
est la vitesse moyenne i laguelle les ﬂuchm’rmns de pressiot & la paroi sont transferees
par la couche limite,

Les corrélations Spdtl() temporelles maxima sont réduites 4 la moxtlé de leur valeur

gur une distance — - ~ 2,

Les corrélations des fluctnations de pression sont divisées par dix gur une longueur
de transfert approximativement égale 3 dix fois ’épaisseur de la couche 11m1te elles ont
alors pratiquement perdu leur identité.

L’ordre de grandeur est le méme que dans le cas des expériences relatives aux corré-
lations spatio-temporelles doubles de vitesses, dans diverses couches limites (2.3.).

3.2. Ecoulements supersoniques

Lavrer [26] a effectué les premiéres mesures de corrélations spatio-temporelles
doubles * dans une couche limite turbulente en régime supersonique, & diverses distances
de la paroi rigide, et horg de la couche limite,

* A Paide dan appareil construnt aua J.P.L. (Samplmg System), La hande passante s'étend
Jjusqu’a 300 KHz, le retard pent atteindre pinsienrs millisscondes. %
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, L’énergie rayonnée sous forme de bruit n’est notable quwaux régimes supersoniques,
Les résultats @’expériences concordent qualitativement avee le modale du champ rayonné
(intensité et directivité) donné par la théorie de Phillips concernant les hauts nombreg
de Mach, Cependant, méme anx Plus grands nombres de Mach utilisés (M = 5) quelgues-
unes des hypothéges de la théorie asymptotigue ne sont pas vérifides. '

L’affaiblissement de la turbulence da & 1a perte d’énergie par rayonnement

acoustique correspond i un faible poﬁrcentage du travail effectué par les frottements a
la paroi. o

Les expériences concernent I’étude en fonetion du temps du champ de pression hors

de la couche limite et & 1a paroi, en des positions distantes de X; longitndinalement ot X,
orthogonalement & la paroi. '

Dans 1a couche limite 13 turbulence comprend principalement les modes rotationnel
et entropique, et dans une moindre mesure le mode acoustique. Hors de 1a couche limite
& une distance suffisante, le mode acoustique est prépondérant.

L’étude concerne la relation entre ce bruit aérodynamique et les Auctuations dang
la couche limite. ‘

'

06
Xq Xa
o) | Menex “ )
./ \ ‘ ® 45 0,27 o2
o3 \ ' 0 35 0,27 0,16
-./ . ' A 26 0,28" 0,06"

KM.—:-
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Froune 23 - : '
Coefficients de corrélations spatio-temporelles doublés de pressions, hors de la couche limite,
: en écoulements supersoniques {(LAUFER). ‘

La fig. 23 donne le coefficient de corrélation spatio-temporelle des pressions hors de
la couche limite pour trois nombres de Mach différents.

Pour un retard optimum dans le temps T, la corrélation est maximum, Il existe
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X
donc une vitesse V, = T" avec lagquelle le champ de corrélations se déplace dans le sens
m

du courant. Ces expériences impliquent que les fronts d’ondes ont une direction préféren-
tielle; en fait lorsque le nombre de Mach croit énergie sonore est de plus en plus orientée
dang une direction particulitre; lés maxima de corrélation vont en croigsant. Létude
Specirale montre que les caractéristiques dlrectlonnelles des ondes sonores de toutes les
longueurs d’ondes sont les mémes.

\ Ve
Mrax

1,2

0, A Fluctugtions de preszioh & la porei

Fiucluotions de pression loin de lo paroi :

0,8 F—4A—0 —— I Corrélation
O\ ® Spectre

I
0,4 | | 3 /;I

Firtrre 24 ‘ .
Vitesse relative de transfert pour les fluctuations de pression (LAUFER).

La fig. 24 indique la variation de la vitesse de transfert V, avec le nombre de Mach.

Dans le cas des mesures des fluctuations de pression 3 la paroi, ces dernidres sont
produites principalement par la turbulence de vitesse 3 grande échelle dans la couche
limite qui porte une part importante de I’énergie et qui est anisotrope.

Pour les faibles nombres de mach, cette vitesse de transfert est 0.8V max, €lle concorde

avec celle du transpert du champ des vitesses turbulentes mesarées en ﬂulde incompres-
sible par la méthode des corrélations spatio-temporelles (2.3.).

4

Dans le cas des mesures hors de la couche limite la viteése relative egt:

max

beancoup moindre 4 Mach 2 que dans le cas précédent et s’en rapproche 4 Mach 5.
D’aprés la théorie de Phillips, dans la couche limite, senle une couche voisine de la parm
supersonique par rapport & I’écoulement libre, est effectivement productnce de son.

Les sources de son sont alors transtérées avec la vitesse moyenne de cette couche.

L’épaisseur relative de eette couche augmente avec le nombre de Mach, donc aussi la
vitesse moyenne de transfert des sources de bruit.
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_ Aingi I'hypothése de Phillips parait vérifiée qualitativement, d’aprés laguelle le
mécanisme de génération du bruit aérodynamique peut étre figuré par une parvoi virtuelle
mobile, ondulée aléatoirement, formée par un champ de tourbillons se déplagant a
vitesse smpersonique par rapport a Pécoulement libre, Ce mécanisme produit un champ
du type acoustique qui 4 grande distance, est homogeéne et directionnel,

Deg mesures de corrélations spatio-temporelles plus complétes, en écoulements super-
goniques, et particuliérement au voisinage de la paroi, sont ehcore nécessaires.

4.0. Conclusions

4.1. Certaines des expériences décrites ci-dessus ont montré la longue conservation
des corrélations spatio-temporelles de vitesses, et de pressions, au long du mouvement
moyen. Dans le cas des vitesses, cette propriété correspond i une vérification et & une
extension de 1’hypothése de Taylor.

On pent espérer apporter une information complémentaire utile 3 la détermination
des tensions de Reynolds, en introduisant cette Dropriété dans les équations moyennes
aux corrélations spatio-temporelles, en particulier dans Ie cas of le retard est égal au
temps optimum, et en faisant tendre vers zéro le décalage d’espace.

4.2. Des expériences ont été réalisées permettant, par des méthodes basées sur les
propriétés des fonctions d’autocorrélation [71, ou de corrélation spatio-temporelles {15],
de séparer les ondes acoustiques se propageant dans un milieu turbulent, de 1a turbulence
se déplacant avec la vitesse moyenne de P'éconlement.
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DISCUSSION

R. BETCcHOV, = Les courhes d’mocorrelatlom derriére une grille montrent upne excen-

tricité.

Ce facteur non-dimensionnel est Iun des aspects essentiels du mouvement. Comment

varie-t-il avec le nombre de Reynolds ?

Réponse de Pauteur :

Des expériences sont en cours, qui ont notamment pour objet de répondre 4 cette question.

et d'éludier Ia corrélation spatio-temporelle marimam maximorum et ses relations avec la
diffusion.

* Non publié, : =
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PRECISIONS SUR LA STRUCTURE LOCALE DE LA TURBULENCE
DANS UN FLUIDE VISQUEUX
AUX NOMBRES DE REYNOLDS ELEVES

par A. H. KOLMOGOROV |
de 1’Académie des Sciences de Moscoun (U.R.S.8.)

Dansg le programme du Symposium faisant suite & notre Collogue entre I'exposé de
A. M, OpUuRHOvV: ¢ Some Specific Features of Atmospheric Turbulence». Un des
chapitres de cet exposé est consacré a la précision de Ia représentation concernant la
structure locale de la tarbulence. I1 a un grand intérét pour tous les spécialistes de
la théorie gtatistique de 1a turbulence. A la demande de certaing participants du
Collogue, je voudrais présenter ici avec plus de détails 'origine de ces précisions et donner
Pexposé des derniers résultats obtenus par A. M. OsurHovV dans ce domaine.

Elaborées en 19391941 par moi [1, 2, 3] et par A. M. Orvkmov [4, 5] les représen-
tations concernant la structure locale de Ia turbulence aux nombres de Reynolds élevés

ont en comme base 1'idée de RICHARDSON de lexistence dans écoulement turbulent de
tourbillons de toutes échelles possibles,

l<r< L

entre ¢ I’échelle externe » L ef « I’échelle interne » I, et de Vexistence d'un certain méca-

nisme uniforme de Ia transnnsqmn de P’énergie des tourbﬂlons d’échelle plus grdnde vers
ceux plus fins.

Ces représentations, auxquelles sont arrivés d’avtres anteurs, ont obienu une trés
large extension. Cependant bientdt aprés leur apparition, L. D. Lannau avait remarqué
gu’eiles ne prennent pag en econsidération le fuil gonl découle de Thypothése que le
mécanisme de la transmission de I’énergie des tourbillons plus gros vers les plus fing

: _ L
a un caractére fortuit et chaotigue : avec 'augmentation du rapport 7 la variation de

. | 2
a:l.zz(a“" +‘aua>
2 O®g Ot _
doit amgmenter d'une fagon illimitée, Plus exactement, il est naturel d’admettre que la

la dissipation de l’énergie

. * I3 . L . .
dispersion du logarithme de la valeur ¢ a, lorsque T » 1, une valeur asymptoetique de

la forme A

2%
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- L
. Gloge ~ A + K’ log — i
ol &’ est une certaine constante universelle.

C'est tout derniérement que A. M. OpURHov avait tracé le chemin pour spécifier les
résultats [1, 5] en prenant en considération la remarque de 1. 1. Laxpav. La méthode
s’appuie sur Pexamen de la dissipation de : -

3 B
, T = : h;t) dn
() 4wﬁj;hfsfs(x+ )@

prise en moyenne pour une sphére de rayon r, et en méme temps s’appuie sur la suppo-

“sition qu’a‘rec un rapport 7 élevé, le logarithme de Ia valeur s (X, %) a une répartition

normale. Il est done tout & fait naturel de considérer que la dispersion du logarithme
de &, (x, #) a ia forme '

oﬁ(x,t)zA(x,t)—{—Qk_log%_ (2)

olt & est la constante universelle et od A (x,£) dépend de la macrostructure de Pécou-
lement. Le facteur 9 est commode pour des calculs ultérieurs.

Mon exposé de la conception de A.M. OBUKHOV se rangera du coté de [1] et
s'appuiera sur la modification correspondante des delux HYPOTHRESES DE SiMIraTuDk tirées
de [1]. Comme troisiéme hypothése sera utilisée I'hypothése déja formulée de 1a norma-
lité de la répartition du logarithme . avec 1a formule (2) pour la dispersion de ce
logarithme. B

La formule connue

. de (1") — 07.2/3 ‘é"‘2,’3 |
d’aprés {1] se remplace avec les nouvelles bhypothéses par la formule :

. —-F .
Bg@ (3") = (X, ‘t) < 208 . 3'2/3 (%) . (3)

ol & est la constante de (2) et le facteur (x,#) dépend de la macrostructure de ’écou-
lement. Au lieu de la proposition de la constance de Vasymétrie de :

Byaq ()
3= T

a;vec ! €« r « L formulée dans [2] nous obtenons maintenant :
. : L \3/2k

ot le coefficient 8, dépend aussi de la macrostructure de 1’écoulement.

Lions avec Péchelle de longueur » et avec le point (x, #) les échelles de temps et de
vitesse
. T, == 23 . g3
‘ ‘ Ur :-9"1/3 R 3’1;/3
et Péchelle interne de longueur '
= y3E g 1e
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I est evxdent que le nombre de Reynolds composé & partir de U, et r 8 exprlme par

le rapport de — d’aprés la formule :
b . 4/3
Ryt T ;(i) ‘ ®)
L
Les coordonnées #'a,# du point (¥, ) de la régmn du point (2,1?) s’expnment par
les expressions sans dimensions 5q et 7
ma—-ma""ga r, t’:t-'——‘t'T,—
Introduisons des vitesses relatives sang dimension
Ua (x4 Er, t 4+ 7T — U (X, )
Ve (g = o & 5 }— D&

Premiére hypothése de similitude

i nous avons r & I, dans ce cas pour des valeurs données
gl @), =123 k=12 .,%
la distribution de probabilité des 3 » grandeurs
Vo (E (TG), 1(75))
_ lorsque R., =R,
dépend de R, seulement et est la méme dans fous les écoulements turbulents.

Deuxiéme hypothése de similitude

Lorsque R, » 1
la distribution indiquée dans la premiére hypothése ne dépend pas de E..

Noaus allons désigner les symboles mathématiques absolus (moyennes) par un trait —

au-dessus. Comme T est presque constante dans des régions de petites dimensions en
comparaison avec Péchelle extérieure L, dans ce cas, lorsque r € I, on peut considérer

ue - -
4 - (6
Examinons la différence entre les composantes de vitesses extrémes en deux points
ge trouvant a upe distance r entre eux :
Aga (r) = th (&1 + ry @2, T3, t) — (&'31, P2, 3, )

on voit que Bas () = Ve (1, 0,0,0)-riS-c (7)

Sirel

ol 1 est la limite supérieure (4 'exception des cas de probabilité négligeable) de P'éclielle

interne 1,, duns le cas d’aprés (6), (7) et les hypothéses I et II il découle que :
|Agz (r) |2 =Cre {(8)

ol C egt une constante abgolue.

Maintenant il faut profiter de la formule montrée par A.M. Opvkmov applicable

pour les cas oi les moments des quantités ont une loi logarithmique de répartition
normale.
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. Yoicel cette formule :°

— »°a?
z;p:exp(pm—{- 3 ) (9

ot m et @ sont la moyenne et la dispersion de log ¢.
Dapres (2), (7), (8) et {9) découle

k p(p—3) .
g (r) [P = 0, (x, ) (re)o (E') = (10)

‘ r
en particulier avec p =2

o L\ ~*
A% (r) = Oy (x, £) (re)2 (—-ﬁ)
AN
c’est-d-dire la formmle (8).

4
De (3) découle (4) parce que la formule dans [2] By, {r) = ——¢&r reste valable,
. b

Il est possible d’éliminer dans notre exposé le choix particulier de la grandeur
e (X, t), se trouvant 3 la base de considérations de A. M. Osukmov. Dansg cé cay deux
hypothéses se formulent ainsi : ‘

Premiére hypothése de similitude
Bi [o® —g | ‘<< Lk=0,1,..,n, la distribution de probabilité des 3 » grandeurs,
Ua (X*)) = Ty (x)
Ue (x®) — Uq (%) .
dépend du nombre de Reynolds seulement

e _ | UE®) —T@) ||x0 —x|

o==1,238 k=12 _.,n {11)

Y

- Deuxiéme hypothése de similitude
Lorsque Re » 1 o o o
la distribution indiquée dans la premiére hypothése ne dépend pas de Re.

Le ‘:coﬁi_:enu‘ des hypothéses supplémentaires de A M. OBukHOV peut étre formulé
aingi ; o '

Troisieme hypothese

Deux groupes de graundeurs (IT) sont stochastiguement indépendantes, si, dans le
premier groupe :
' ‘ 7 |x®) x>y,
dans le deuxiéme groupe
‘ jx(kJ—-xll s et o> r,

8i on veut déduire & partir de la troisiéme hypothése la mormalité logarithmique
rigoureuse de Ia répartition des différences de vitesses et la formule pour la dispersion
des logarithmes de ces différences, identique A celle de (1) et (2), il faut formuler cette
hypothése avec la précision nécessaire. ‘ -
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A.H. Koxmoropos

YTQUHEHVE [OPELCTABIEHUE O JOKAILHOE CTPYKTIYPE TYPEVIEHTHOCTH B
HECHMMAEMOF BASKOE AUNKOCTH I[IPH BOXBIMX YUCIAX PERHOJILICA.

B OROTRaMMy NDEMHXAKNEIro K HameMy KOLJOKBUYMY CﬁMHOEHyMa]ﬁUE-
YeH JORJAT A.M,. O6yxosa '"Some Specific Features of Atmospheric
Turbulence" OmpuH uB pa3IelQB BTOIC ICKIAKA OOCBALSH YTOYHCHHR IOpe-
JcTapieruit o ToranbHOR cTHYRTYDE TypﬁyHeHTHOCTHIIHMEQP5OHPE mUpoKui
HHTepEeC AN BCEX CIPMMAJIHCTOB B CTATHCTHUECKOR TeOpH# TYPOYIEHTHOCTE .
[Io npocrfe HEKOTOPHX YUYACTHHKOB KOIXOKBUYMa A X0UY K3IOKHETD 3J€Ch
Goxee nonpoﬁﬂozqmﬁcxomxeﬁnesmmxywoqaeﬂnﬁnigamb H3JOESHWE TOCAeTHHX
pesyrrraroe A.M. O6yxoBa B 3T0% o6xacTu.

Paspadoranrse B 1939-1941 rr mmon [1,2,3) m A.M. OGyXOBHM.[é,
5] DpexcTABISHWA O AOKAILHOM CTPOSHHE TypﬁyﬂeHTHoomn Op¥ GONBUHX
unenax PedHoXbrce EMeIH cbBoefl mardsigof ocmzobolft mpewn PanpxCOHa 0
CYyHeCTBOBZHUE B TypOVISHTHOM NOTOKEe muxpe# BCeX BOSMOXHHX MacmTalos

1<r <L

MeRZy "BHemHuMM MmacmratoM" L. # "sBHyTpeHEHHM Macmrafom" 1 H HEKOTOROrO
EIUHOOOP&3OHOI0 MEX4HWSMa Nepelauyy PHePIHHE OT BHXpel GOﬁee KEPYUHOTO
Macmrata X BUXPAM Soazee MeIKOTO Macmrada.

Smn OPeACTABISHAS, K KOTOPHM NPHNEN HEe38BHCHMO ¥ DAL ILIPYLHX
ABTOPOB, NOJIYVUHIM BeCbM& NHPOKOe pachpocTpareHue. OIHAKO, eme BCKOpe
oocne ux BOBHEKHeoBenua J.JA, Jaugay saMeTHa, 4TO OHHM He YUHTHBEDT
. OLHOTO O6CTOATERLGTDA, KOTOPOS HENOCPCICTESHHO BHTEKACT HZ LPeINO-
IOXKEHHEE 0 CyDeCTBeHHO cIyuaidHOM, XA0THIECKOM XAPAKTepe MEeXaHH3ME
nepelau¥ BHePIHH 0T foJee KPYIHHX BHXpeH K B0XCC MEIKHM ¢ C BO3pac-—
TaHHeM oTHomeHusa L. : 1 HWBMeHUHWBOCTPh IHCCHIAINKWH 3HEPTHE

2

2y (. 2

JOIXH& HeOTPAHWUYEHHO BO3pacrTaTh. bBonee TGQHO, €CTEeCTECHHEQ Ipegic=~
TOXMTE, UTO IHCIHEPCHA JolapudmMa BeIWYMNHH & BEMeeT UpH L : 1 »>% 1
ACCHMITOTUKY BHJIE

fog €

6l . A+X iog %, _ (1)

rpe k' HeroTopas yHEBepCAasLHAA KOHCTEHTA.

luzy mejsamuo A,M, 06yXoB HameTu:n NyTh K YTQUYHEHHK PC3YyJAETATOB

{1-B] ¢ yuerom samevarus JA.L. Janzay. 9T0T OyTh ONUpaETCA HEZ Pac-—
CMOTPEHUE JHCCHIAIHH

o
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g, (x, t) = :1-1?_1'_3:[ €(x + h, t)dh
ihigr

UCPeIHEHHOH No cepe Pazuyca r,u IOUyLeHEe MTO mpm BONBIOM OTHOmE HUE
L :r gorapwpm besmumuy £(x, t) wuMeer HOPMBILHOG pacnpeienenue.
Ecrecreenyo CUHTATE, UTO AMCHepoHA aoraprgma e (X, t) umeer mug

L
r

oH(® ) = Alx, t) + 0k log (2)

roe k yHKBGpC&JLH&E‘KOHOTaHT&, a Afx, t) 34BUCUT oOfT MaKpPOCIPYKTYDH
IoToxka, ' '

- Moe u3xoxeHnue Konpennue  A.M, 06yxoma dyner IPHMHKATL HEIO-
cpercTBenHo x [1] u onmparscs ma COOTBEICTEYDMEE BUIOUAMEHEHNe IBYX
T'MIOTE3 OLOBYWA wma (11 .B mume TpeTrefl runoTesy CymneT HCIONL3OBAHY
ke CQOpPMyNUDOBAHHAS TUINOTess HOPMAAEHOCTH DpachpeIeleHus Jorapupma,
€ C dopMynoR (2) zum AUCNIEDCHE 2TOTO 'Norapudma,,

UseecTHAg dopMmyna
Bylr) = er?3g2s
B3 [1] npm OB LOOYMEeHHAX 3aMEHACTCA. POPMY IO

‘ ]
By (1) = efx, t)r“?’}(%) : | @3

rme k xomeramra u3 (2),2 muoxETEX: c(x, t) zaBmcur or MEKPOCTPYKTYPH
HoToks, BMecTe mNpernnoxenus o HOCTOAHCTBE ACUHME TDHH

B (r)
mpr 1 << r << L » CPOPMYARPOBAKHOTO B [2], monyumm Teneph
' | 3
zh

sa) = 5 (%) | (4)

TIe KOBSPPANUSH T 3, TOXe 38BHCHT QT MBRDOCIDYKIYPH IOTOKE.
CeameMm ¢ Macmradowm AWIRHH ' H Touko# (x, t) MacuTall BpeMeHH H
"CKOPOCTH

-1/3

&
1131/
rifel/3

rzts

0

T
U?"

¥ "BHYTPOHHHE Macmrad" LIHHE
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1, = Vv E;ll‘l-'

OueBrAHO, 4TO o6pascbaHHoe ud U.u r uHceno PefiNoinica BHpaxaeTos
Yepesd OTHOmMEeHHEe r : 1, uc dopmyre '

U, r 3
Re = =m0 = (—5‘- . (5)
v .

HoopzmHaTH x!, t' Toukm (X', t') H3 OXKPeCTHOCTH TOoYkRM (X, t)
BHDAZUM Yepeld OespaiMepHHe E_,a H OT ¢

1 = ' = -
x! x¢+gar, t t+'r'I‘f
BpezeM fezpasMepHLE OTHOCHTEJBHHE CKOPOGTH

_ Ux+Eir, t+17T,) - U (%, t)

V.(&, 1) T
[leppad rUOQTE33 HONOGCHE
Feaw pr << L , TO IOpPH 3aMaHHEX
g™ g, g -y, 2,8 K=1,2,....m,

YCI6BHOE DACOPeiefeHHe 3N BEAHUMH
*)
v,(e®, ™)
opu @HKCHPOB&HHOIM 3HAYEHUHM

Re, = Re

3aBUCHT TOABLKO OT Re ¥ OZMEAKOBO BO BCEeX TYPOYJASHTHHX LHOTOKAX.

Bropas rumoreza moznofus

lIp=
Re>> 1

VKa3aHHHe B TepBOH rEmOoTeze pacnpelcienHI He BABHCAT OT Re.

BeaycaoBsrre MaTeMarwuecKHMe ORMLAHUA /cpermie/ G6yzeM o60BHAYATH
uepro# cpepxy.Tax Kax € IOYTH DOCTOAHHO B 0GNACTAX MaJHX IO CPABHEHHN
C BHENHMM MacmradsoM L., TO OPH r << L MOXHO CUMTATH

E, =€ ) 7 o &(6)
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Pacemorpum pasHocTh NPONONEHHX KOMIOHEHT CKOpOCTEeR B ABYyX TOUKax
Ha PACCTOAHHH T :

B @) = Uilx, + v, x5 x, 1) - Ux, x, X, t)

Jllerxo BwWIeTs, uTo

Ba(r) =V (1, 0, 0, 0)rH3cls3 )

Eeau

r >»1

rze 1 sepxHas IpaHp /88 MCKIOUSHHEM CNyuaes IpeHe(peraeMo Mano BEDOL-
THEX/ BHyTDEHHEro macmraba 1., 7o ma (6), (7) = rmucres I m II
BmmeRaeT, 9T

|ag(r)’ = CrE (8)

rie C afconnTHAR XOHCTAHTA, ' -

Tenepb CIEIyeT BOCHOLBIOBATBHCA OTMEUCHHOHR A, M. O6yxoBuMm @opmyﬂoﬁ
BHpaxawmel MOMEHTH BEJWUHH UMEWNUX xorapn¢MquoRH Hopmanbﬂmﬁsaxuu
PacopegencHuA. 37a $opMyJaa Taxosa

— 203 '
g = exp(pm + pz (9)

rie m ¥ o cpelHee u arcuepeua log €. Us (2), (7), (8), u (9) Bmrexaer

()R o

A
B () = cylx, t)(r )
B UACTHOCTR OPH p =

—_— - *
Azm(r) = ¢, (x, t)(rs)ys(l—;)

T.é.I®QpMYﬂa (3).
Tax xak coXpaEdgeT CmIY ykasaHHax B [2] popuyna

 Bygr) = --Er

To #3 (3) BuTekaer (4).
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BO3MOXHO OCEOGOIKMTE HAEe HANOXSHEES OT CNEeNUaABHOTO BHOCpa nexameil
B ocHOBe paccMmorpenuit A.M. O6yxoma meamumum e,{x, t). J[pe runoresu
nogotus GopMylupybLTCH TOr L8 TaK- '

[lepBaa runoresa DOIOOHA

Borxm

(x)

‘x -xl(( L, ‘ k.:ro, 1,.

70 YCHORHOE pacupeleleHHe 3n BOIWYMUH

_Ud(x”‘)) - Uﬂ(x)
U, (x°) - Uyx)

SaBHCUT TONBKC oT uucna Pefimoanzica

R

o - JU®) - U] - x]
' Vv

Bropag rEIoTesa NOToUus

Iipn

Re >> 1

yRasauEHHe B IepBoff rEDoTeze pacnpefeleHMs He 3aBHCAT OT Re.

CymecTBeHHOE COJep¥aHHe IOMOJIHHTEJBHHX LonymeHu# A.M. 0 6yxoBa
MOXET OHTE CPODMYJRPOBAHO TaK !

TpeThg THNOTE3E

Ise IpYnON BeXMUEH (11) CTOXACTAYECKH HEBABMCHUMH,SCNIW B O pBO
Tpynoe

1x® - x| 3 r,
BO BTOpOR

(k)

Ix —xlérz

i r>> 7.

ECcTeCTBEHHO,UTO IDPH XeJSHHWH KH3BIEUR H3 TpeThel THIOTeZH CTPOI0
MATEMATHIECKE HYXHYH HAM JorapudMHyecKylk HODPMAIBHOCTL DACHpeZeleHHH
pasHocTelt cropocTedl M ¢opMyIYy IEA IZMCIEpCHE JorapudMOB HTHX pasHocrel,
aHarornuEyw (1-2), HeofXOIWMO YTOUHUTE QOPMYyITWPOBKY 5TOH THIOTESH.
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PRINCIPES D'UNE THEORIE
NON PROBABILISTE
DE LA TURBULENCE

J. BASS

Professeur 4 I'Ecole Nationale Supdrieure de I'Aéronautigue, Paris

SOMMAIRE

- Tentative pour construire sans technique probabiliste des solutions turbulentes des
¢quations de I'hydrodynamique pour un écoulement permanent en moyenne. Ces solutions
sont des fonctions pseudo-aléatoires du temps, non représentables par des séries ou des
intégrales de Fourier ordinaires. On connait des solutions turbulentes du modéle nor
linéaire de BURGERS, et on en construit pour les équations de ’hydrodynamique avec poten-
tiel des vilesses, le cas général des équations de Navier-Stokes n’étant pas encore résolu.

SUMMARY

An attempt is made in order to construct without probabilistic concepts turbulent
solutions of the equations of hydrodynamics in the case of a flow permanent in mean. As
functions of time, these solutions are pseudo-random functions, which cannot be represented.
by ordinary Fourier series or infegrals. Turbulent solutions of the non linear model of
BurgeERs ar¢ known, and furbulent solutions of the equations of hydrodynamics are built in
the case of a potential flow. The general case of Navier-Stokes equations is not yet solved:

Les théories habituelles de 1a turhulence sont essentiellement probabilistes.

' Elles renoncent 3 expliquer la complication dn mouvement turbulent, et se contentent

d’affirmer que l'agitation turbulente est de nature statistique. Par aillenrs, il est
généralement admis que le monvement turbulent obéit aux équations de FPhydrodyna-
mique, c’est-A-dire, dans les cas des fluides incompressibles, aux équations de Navier-
Stokes. On sait qu’il est presque impossible 4 Vaide de ces deux bases de départ, de
construire une théorie cohérente de Iz turbulence.

Les théories de la turbmlénce sont done presque ’Ebujoum semi-empiriques, des
hypothéses extérienres de caractére physique servant 4 combler lex lacunes de la théorie.
Seule la théorie statistique de E. Hopf échappe, par sa nature méme, 3 Pempirisme. Mais
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el}e est difficile & Justifier, et délicate a employer, de sorte qu’elle n’y pas encore fourni
de résultats positify!. :

Pour « expliquer » Ia turbulence, on pourrait songer 3 exclure toute bypothése
Statistiqne (ou plus exactement Probabiliste), et 4 chercher gi les éqmations de Navier-
Stokes admettent des solntions turbulentes.

Un tel programme exige certaing commentaires et se heurte 3 certaines difficultés,
Tl est d’abord bien clajr que, dans une théorie non probabiliste de la turbulence, il ne
peut cependant étre question de supprimer toute hypothése de nature statistique. Ce
sont justement ces hypothéses gni serviront 4 définir ce guwon appeliera solutions
« turbulentes ». Mais ces solutions seront des fonetions ordinaires, et non aléatoires,
et on les calculera en bremier lieu, pour en dédujre les moyennes ou les distributions
qui sembleront dignes d’intérgt, - - : ‘

D’aatre part, une véritable théorie de la turbulence devra expliquer la naissance de
la turbulence, c’est-a-dire le bassage du mouvement laminaire au mouvement turbulent.
11 wagit 13 d’un probléme difficile o1 Jes conditions aux limites et la vitesse moyenne
jouent un role essentiel, et mal connu,

Le programme Proposé n’a pas encore &té entidrement rempli. On sait aujonrd’hui
définir nne « fonction turbulente », et construire certaines solutions turbulentes des
équations des fluides parfaits, le cas général des équations de Navier-Stokes présentant
des difficultés analytiques qui ne sont pas résolues. On a quelques idées sur 1a nature
de Vingtabilité turbulente, mais hien entendu, le probléme de la naissance de Ia turbulence
ne sera pas élucidé tant qu’on n’aura pas résolu les équations de Navier-Stokes.

Je me Iimiterai au cag d’un mouvement « stationnaire en moyenne » (permanent)
dans le temps. La vitesse d’ensemble est done indépendante dn temps. En chague point,
chaque composante u de 1y vitesse d’agitation est une fonction « compliquée » dn temps ¢,
définie pour ¢ > 0, et qui posséde certaines moyennes temporelles (cest 13, et 14 seulement,
quintervient I’idée statistique) dont voici les propriétés :

a)y - : u::lim-—f % () dt =0

’ . e T 1] '

b) | T(h):]im——f u(2) u (t + h) dt,
Taw T 0 '

cornélé,tiqh temporelle de 1a vitesse, est une fonetion continue, positive pour h — 0,
€t qui terd vers 0 lorsque b — o, .

11 en résulte que u ne. peut pas, comme fonetion de t, étre veprésentée par une série
ou une intégrale de Fourier ordinaires. L’analyse Larmonique clagsique est impraticable
(bien entendu, Panalyse harmonique aléatoire serait valable, si on acceptait de repré-

- senter % par une fonction aléatoire, Mais ¢’est justement ce qu’on veut éviter) 2.

1. On peut poter que la théorie de E. THopf n’est pas fondamentalement statistique. Si @ est yne
fonctionnelle linéajre de la vitesse, définie dans un espace fonctionnel convenable, la fonetionnelle
utilisée par E, Hopf est Ia moyenne de exp. 2. Mais 1a fonctionnelle non lindajre exp. £ vérifie anssi
bien une équation fonctionnelie intéressante, qui peut étre considérée comme Pimage fonctionnelle
des équations de Navier-Stokes, ¢t qui ne semble pas avoir encore été exploitée.

2. L'analyse harmonique «¢en moyenne quadratique » s’adapte aux fonctions non aléatoires,
moyennant quelques précautions, mais elle ne donne pas de 7 upe image suffisamment détaillée
(note ajoutée 4 Ia correction des épreuves),
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Construire des fonctions u, dites fonctions pseudo-aléatoires, satisfaisant anx condi-
tions (@) et (b) n’est donc pas un probléme classique. On doit d’ailleurs s’attendre & ce
que ceg fonctions ne soient pas trds simples, puisquielles ‘représentent localement la
turbulence. Jutiliserai les résultats suivants : . : '

1° Soit P () un polyndme de degré v 3= 2, tel que P (¢) — P(0) —¢ P’ (0) ait au
moins un coefficient irrationncl (c’est Iarithmétique oui, mathématiquement, crée de la

turbulence. 8i tous les coefficients étaient rationnels, ¥ serait une fonction périodigue).
Alors o o

)

, . sin2eP () et cos2eP (), R
ol ?désigne la partie entidre de t, sont pseudo-aléatoires. Ces fonctions ont pour corré-

1
lation temporelle 5 to {R), o1 :

To (k) =1—|h|si|h| < 1.
=0 sl |a| > 1. S
Ce sont des fonctions « en escalier », qui gardent une valenr constante dans chacun
des intervalles smceessifs (0,1), (1,2), (2,3)... La distribution de ces valeurs, bien
qu’elle soit prévisible, est trés compliquée. Elle est d’ailleurs en un sens ¢ ingtable ', ear
elle est trés sensible 3 des variations, méme trés faibles, des coefticients du polynéme P.

Bi P est du premier degré (v=1), sin 2z P (t) et cos 2z P () ne sont pas du type
voulu. En somme, la construction de ceg fonctions pseudo-aléatoires consiste A partir des
fonctions sinusoidales ordinaires sin 27 ¢ et cos 2r t, 4 y remplacer la fonction linéaire ¢
par un polynbéme de degré v 2> 2, et & « quantifier » le tempsg,

2° Bi () est pseudo-aléatoire, sa convolution par une fonction H(f) est pseudo-
aléatoire : la fonetion '

‘ t '
u(t):ﬁ ]I(t_-_f-s)f(s)da

est pseudo-aléatoire, et d’autant plus réguliére qué H Pest elle-méme. On obtient ainsi des
fonetions turbulentes continues, dérivables...

3° On peut construire des séries de fonctions psendo-aléatoires analogues aux séries
de Fourier moyennant des hypothéses trés générales;

w(8) = Z [As cos 25 P (@n ) + By sin 2 P (@ 4)]
&

est une fonction psendo-aléatoire.

On notera enfin qu’une fonction pseudo-aléatoire réelle est nécessairement trés com-
pliquée. Elle oscille indéfiniment sans tendre vers aucune limite, s’annule une infinité de
fois et, change une infinité de fois de signe. En cela, elle ressemble aux fonctions gqu’on
peut représenter par des séries de Fourier de la forme : ‘

Z [Ax €08 27 @y t -+ By-gin 27wy ]

Maig ces derniéres .fonétions ne conviennent pas pour la turbulence. Elles sont trop

proches de fonctions périodiques et leurs eorrélations temporelles n’ont pas la forme

voulue, : 3
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QII n’est pas trés difficile d’examiner si une équation aux dérivées partielles linégire
admet des solutiong qui, en un point donné, goient fonctions Pseudo-aléatoires dy temps.
Dans le cag d’une équation non linéaire, le probleme est moing simple, car Jeg Propriétés
de mnltiplication des fonctions pseudo-aléatoires sont moins naturelles que celles des
fonctions circulaires ordinaires. On sait démontrer que Péquation de M. Burgers :

modéle unidimensionne] de turbulence, posséde bien des solutions pseudo-aléatoires. Le
cas réel des équations de Navier-Stokes n’est bas encore résolu. Mais on sait trouver
certaines solutions pseudo-aléatoires des équations des fluides porfaits. Ces solutions
dérivent d’un potentiel des vitesses ¢. 8i done elles sont « turbulentes », elles corres-
bondent & un mouvement turbulent @’un type assez inbabityel. Méme #°il est difficile
d’expliquer 12 naissance et Ja stabilité d'un tel mouvement, il semble intéressant d’en
constater Iexistence. - ‘

Bi p désigne le rapport de la Pression i la densité, p est relié an potentiel des

vitesses g par la relation :
- - < B ( o9 )2
A — =40
" ‘

et ¢ est une fonection harmonigue : _
: Ag=10 ‘ :

On se donne wune fonction pseundo-aléatoire dy type sin 2z P (¢), qui jouera un réle

analogue a la fonction sin 2z ¢, en ‘analyse harmoniqug classique. Ou lui associe la

gérie (limitée oy infinie) ;

ft, @) = Z Ay (@) 5in 22 P (0 4),
k=0

oll les coefficients Az () sont des fonctions harmoniques du point &1, ®2, 25 dans Pespace
a trois dimensio_ns.. On régularise enfin f (¢, @) par convolution, et Von pose :

[ 3 .
g(t,w)=f F{t—s, @) H(s) ds.
. 0 - -

ot H (s) est "continue. Alors g (¢, #) est un potentiel des vitesges acceptable qni, en tont
point » fixé, a les propriétés temporelles voulues pour représenter une agitation
turbulente. ‘

Les covrélations temporelles ont d'avance la forme deg corrélations expérimentales,

En ce qui coneerne leg corrélations d’espace, qui sont @’ailleurs aussi, conformément i la

- technigue expérimentale, des moyennes temporelles, lenr structure n'est pas fixde
d’avance. Elle dépend du choix des fonetions A, (z), qui est lui-méme relié, d’'une fagon
qui n’a pas encore 6té bien éclaircie, aux conditions Initiales et aux limiteg du mouvement,
Biles Ay (#) tendent vers 0 Iorsque le point 2 s’éloigne & Pinfini, les corrélations Bpatiales
tendent vers 0 lorsque la distance des deux points augmente, On peut. done choisir des
fonctions Ay (z) telles que lensemble des corrélations spatiales et temporelles . dn
vecteur vitesge soit en bon accord avec les mesnres expérimentales. :
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A titre d’exemg}le, on a calculé numériquement et représenté graphiquement Ig
fonetion g, en un point déterminé, avec les données suivantes :

1

o . B@=——
. )
b} k prend 5 valenrs succesives, avee 7
. 1 1 11
- . =1, &)2-_-—‘-3, Cﬂs:g-, (v).;_:z,‘b)sﬁ—s—-
¢) Au point « congidéré : ‘
1 1 1 1
. Ay =1, Az“.:?, A3.‘:I, A4_":w8—,A5::.zc-

On & choisi le millimétre comme unité de base. La courbe calcmlée est la superposition
de B courbes d’uspect irrégulier, dont leg amplitudes sont de plus en plus petites. La
premiére courbe fournit Vaspect général des osecillations, Les autres modifient et compH-
quent la structure locale. Le caleul numérique a été fait point par point, millimétre par
millimétre. Cependant Pirrégularité locale est un peu atténuée et n’apparait pas dans
tous ses détails. On peut natyrellement interpréter la fonction g aussi bien comme une
composante de la vitesse que comme un Potentiel des vitesses. Il suffit de considérer les
coefficients A, comme les valeurs numériques, au point » fixé, des dérivées des coefficients
de-g, et non plus comme les valeurs de ces coefficients. '
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INTERVENTIONS

. E.A. BRUN. — Tout le monde est d’accord pour reconnaitre que, quel que soit le mode de
représentation adopté pour la comparaison des. résultats expérimentaux, la dispersion des
points obtenus au cours d'un travail, avec un dispositif bien déterminé, est beaucoup plus
‘faible que Pécart entre les résultats fournis par deux expérimentations différentes. 11 y a
plusieurs raisons qui peuvent expliquer les discordances, mais le probléme est d'essayer,
dans chaque cas, de trouver Ia ou les raisons. Et cela ne pourrait se faire que si, dans les
mémojres, les auteurs prenaient soin, d’une part de bien préciser les: conditions expéri-
‘mentales et, d’autre part; de domner des résullats expérimentaux bruts sous forme de
tableaux avant de les transformer en grandeurs sans dimensions : ‘

Par exemple, au laboratoire @’Aérothermique du C.N.R.S. nous avons repris récemment
la mesure de la convection forcée sur une plaque rugueuse, en. incompressible. Fante de
documents exploitables, nous avons da reprendre toute Pétude dynamique de telles Plaques
et, pour coniparer nos résulats avec ceux obtenus ailleurs, nous avons uiilisé la represesnta-

U —1 g Cp | .

en fonction de~—~é-,—- 5 Quel que soit le nombre de Reynolds,
_ Lo ' 1 o .
nos points se placent avec une excellente approximation sur une méme courbe. Mais notre

tion donnant
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courbe n’est pas tont a fait celle ohtenue par CLAUSER, ni celle obtenne par d’autres. I1 auralt
été extrémement instroctif de savoir si ces divergences, faibles mais certalnes, sont dies,
a des méthodes de mesures difiérentes, 2 un choix différent de Vorigine des g, 4 un procédé
de calcul différent de la tension pariétale z, 4 des conditions différentes de I’écoulement, ete.
i dans les mémoires nous avions trouvé un assez grand nombre de détails, il. nous aurait
été loisible de nous placer dans des conditions aussi identiques que possible de celles utilisées
par tel auteur pour tacher d’atieindre les raisons des écarts. Et méme, en présence de honnes
mesures dynamiques effectuées avec un dispositif trés connu, nous aurions pu entreprendre
directernent les mesures thermiques sans perdre une année i refaire des expémences dsja.
ceffectuées par d’excellents auteurs.

Cependant, on ohjectera le grand nombre de pages 4 lire et Ia nécesmte de réduire le
nombre et la longueur des mémoires., Aussi proposerau-;e, pour ne pas alourdir la biblio-
graphie, qu'un mémoire de caractére expcramental pulsse comporter une annexe qui pourralt
ne pas figurer sur la publication mais qui serait a la dlsposnflon des quelques auteurs qui
font des mesures sur le méme sujet. Cefte annexe pourrait n’étre pas 1mpr1mee mais s:.mp]e-
ment dactylographiée d’une fagon telle que sa reproduction soit aisée. '

P. VERNOTTE. — J'appuie pleinement les observations de M. BRUN, et je vais méme un peu
plus loin.

‘ Depuis plus de 25 ans, je combats énergiquement les abus dans 1’emp101 des nomhres
sans dimension.

En fait, ces nombres sont adaptés & la présentation des résultats d’expérience ohtenns
dans des conditions complétement comparables.

Or, les résultats d*une mesure dépendent de bien auvire chose que les paramétres non-
dimensionnels traditionnels : par exemple, facteurs de forme, nafure du champ de vitesse
ou du champ de température, variation thermique des propriétés physiques, .. Si I'on veut
raccorder ce qui n’est pas complétement comparable, il faut mutiler les résultats expérimen-
taux, d’'une maniére que l'on cherche évidemment & rendre aussi raisonnable que possible,
mais qui risque d’étre arbitraire.

Je propose done que le document expérimental rapporte avant tout les résultats directs
des mesures telles qu’elles ont été faites.



COMMENTAIRE DE LA SECTION

NOUVELLES CONCEPTIONS ET CONTRIBUTIONS RECENTES

Prof. J. KAMPE DE FErtier, Président

Permettez-moi tout d’abord de m’excuser d’avoir si mal rempli le réle qui m'a été
confié : ne pouvant ni lre ni écrire pendant les mois qui ont précédé le Colloque,. ¢'est a
Yaide amicale du Professeur Kovasznay, qui a bien voulu accepter la Présidence effective
de la Section VII, qu‘a incombé tout le travail d’organisation : qu’il venille bien trouver ici
Fexpression de mon amicale reconnaissance.

N'’ayant pu préparer le Rapport d’ensemble que I'on attendait de moi an début de la
séance dn vendredi 1er septembre, jai du, tant bien que mal, exprimer par un mauvais
eroquis quelques-unes des réflexions que j’ai pu faire pendant ma longue inaction.

D*un cbté, sur un pic couvert de neiges éternelles, flotte dans la solitude et le silence,
I'étendard des équations de Navier; un abime insondable sépare ce sommet glacé du ferrain
sur lcquel se déverse la pluie incessante des résultats de Pexpérience. Clest sur ece sol,
parfois un peu marécageux, 4 cause de Pabondance des pluies, que tentent de s'élaborer les
modéles mathématiques, suggérés bien souvent par des intuitions physiques profondes :
je pense au travail des aunées 1930, les années d’or de ’étude de la Turbulence, illuminées
par les intuitions de Sir Geoffrey TAYLOR et de Th, von Karman; majs n’est-il pas premature
de qualifier ces modéles de théories de la turbulence ?

Un seul pont est tendu au-dessus de I'abime, pour relier les modéles proposés anx équa-
tions de Navier, qui — jusqu’a preuve du contraire, — doivent rester la base de la Méca-
nigues des Fluides; — ce pont est constitué par les équations de Reynolds, Heureusement
gu'il a pu étre établi que, an moins pour une définition judicieuse de la moyenne, les équa-
tions de Reynolds sont bien une conséquence logique des équations de Navier — de telle
sorte qu'en satisfaisant anx équations de Reynolds, on est certain de satisfaire au moins yne
des consequencev. des éguations de Navier.

Mais il n’en résulte nullement que les hypothéses emp1r1ques que I'on adjoint aux
¢quations de Reynolds ne soient pas, elles, contradictoires avec les équations de Navier.

Par exemple existe-t-il des intégrales des équations de Navier explosant successivement
en des points répartis an hasard dans le fluide, comme le montrent les expéricnces de EmMMoNs
et les beaux fravanx de ScHUBAUER e de KLEBANOFF ?

Existe-t-il des intégrales des équations de Navier présemtant le caractére d’ecxiréme
complication que postulent les modéles statistiques ?

On a pu prouver qu'il existe des intégrales non analytiques par rapport au temps; mais
les intégrales réguliéres sont-elles toujours analytiques par rapport aux variables d’espace ?

Existe-t«il des ensembles d’intégrales des équations de Navier auxquels s’applique le
prineipe ergodique ?

On a pu prouver récemment que les moyennes spatiales dans certains champs de
vitesse turbulents étaient bien égales aux moyennes statistiques; mais, sans que cela soit
certain, il semble peu probable que le principe ergodique s’applique aux moyennes
temporelles.

Le manque d’une base théorique, large et solide, garantissant 1'absence de toute conira-
diction logique avec les équations générales de la Mécanique des Fluides, ne donne-t-il pas
une allure un peu fragile aux modéles semi-empiriques qu'on nous propose chaque jour ?
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SE nous avions humilité d’avouer que, — bien loin d’étre Parvenus anx solutions définitives
—, Bous commencons seulement 4 aborder les vrais problémes, peut-tire réussirions-nous
Inieux i atfirer vers nous Pattention des jennes mathématiciens : Vétude approfondie des
intégrales des équations de Navier leur offrirait un champ presque vierge; les moissons
qu’ils y récolteraient seraient, 4 coup sar, l'objet d’un magnifique renouveau dans I'étyde
de la Turbulence. _ ‘ ' :

L'un des premiers fruits de ce renouveau serait' de permetire de trancher Ie probléme

fondamental de la validité des équalions de Navier pour représenter les mouvements turby.

ques que de conclure i Vinvalidité des équations de Navier.

Admettant, comme on le fait depuis Banng de St. VENANT, que le tenscur deg cfforts ne
dépend que du tenseur des vitesses de déformation au mame instant, on pourrait légitime-
ment utiliser une loi fondamentale beaucoup plus générale que celle de Navier : ce sont
peut &tre précisément les termes d’ordre supérieur, négligés par Navier, qui ont une impor-
tance prépondérante dans les écoulements turbulents.

Cette recherche passionnante D'aura de sens que lorsque Pétude mathématique des inté-
grales des équations de Navier aura fait de trés substantiels progrés,

Cette Section a justement eu la rare bonne fortune d’entendre ane communication d’un
des plus grands mathématiciens de notre temps; le Professeur Andrei KoLMoGonrov a bien
voulu nous exposer le progrés de ses nouvelles recherches sur la théorie de I'isotropic locale,
q'il a formulée en 1941 pour la premidre fois, 11 g prouvé en particulier que la dissipation
d’énergie : par unité de volume tend, lorsque I'échelle locale devient trés petite, vers ane
variable aléatoire telle que log ¢ suive Ia Ioi normale.

Le fait que l'un des fondateurs du Calcul des Probabilités moderne marque, depuis
20 ans, son intérét pour la Théorie de la Turbulence, en y consacrant ume partie de ses
recherches personnelles, nons permet d’envisager avee optimisme les développements futurs
que nous attendons et que nous espérons. ' ‘

Une communication du Professeur OEBUENOFF a montré que, dans I'étude de la diffusion,
on obtenait des résultats plus simples en basant la deseription statistique sur le champ des
vitesses,

La communication du Professeur Bass, appliguant ses méthodes nouvelles de construc-
tion de fonctions € compliquées », fournit Yexemple d’un potenticl des vitesses harmonique
par rapport aux variables d’espace et pseudo-aléatoire par rapport au temps : il ne s'agit-la
que d’un premier essai, mais qui permet d’attendre d’importanis résultats.

MM. Favee, GavieLio et Dumas, par leur méthode de mesure des corrélations spatio-
temporelles doubles, démontrent expérimentalement Vexistence d'un temps compensateur
égal au temps mis par le mouvement moyen pour parcourir la distauce des deux poinis : ils
commencent 4 aborder Ia méme étude pour les corrélations triples.

Enfin J. KEsTIN & résumé dans un rapport trés dense, mais clair et précis, nos connais-
salices actuelles sur le transport de chalenr & travers Ia couche limite turbulente et incom-
pressible. '





